Opcion A
Ejercicio 1 opcion A, Reserva A 2019 (modelo 3)
Segun un determinado modelo, la concentracion en sangre de cierto medicamento viene dada por la funcién
C(t) = te”2mg/ml, siendo t el tiempo en horas transcurridas desde que se le administra el medicamento al
enfermo.
(a) [2 puntos] Determina, si existe, el valor maximo absoluto de la funcidon y en qué momento se alcanza.
(b) [0'5 puntos] Sabiendo que la maxima concentracion sin peligro para el paciente es 1 mg/ml, sefiala si en
algin momento del tratamiento hay riesgo para el paciente.
Solucion

Segun un determinado modelo, la concentraciéon en sangre de cierto medicamento viene dada por la funcion
C(t) = te”2mg/ml, siendo t el tiempo en horas transcurridas desde que se le administra el medicamento al
enfermo.
(a)

Determina, si existe, el valor maximo absoluto de la funcién y en qué momento se alcanza.
Calculamos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, que es el estudio de su 12 derivada

La funcién C(t) = te"Y2es continua y derivable en (-0,). Como la variable “t” es tiempo consideraremos hi-
potéticamente su dominio como el intervalo [0,).

C't)=1-e"+te(-1/2) = e¥2.(1 - t/2).
De C '(t) = 0 (las exponenciales no se anulan nunca) —» 1-t/2=0 - t=2, que sera el posible extremo.

Como C'(1) = e ¥2.(1 - 1/2) = (+)-(1/2) > 0, la funcién C es estrictamente creciente (/‘) en (0,2).

Como C'(3) = e™32.(1-3/2) = (+):(-1/2) < 0, la funciébn C es estiictamente decreciente (\.) en (2,+w).

Por definicidn x = 2 es un maximo relativo de C que vale C(2) = 2-e™* = 2/e 00’7357

Sabemos que los extremos absolutos se suelen encontrar en las soluciones de C ‘(t) = 0, t = 2, los puntos
donde C no es continua ni derivable (no hay ninguno) y los extremos del intervalo, t = 0 y calcularemos el
limite en +oo,

c)=0
C(2) = 2/e 007357
+

lim t-e” = lim LI io, L'H; = lim . lim 2 =i = 0", por tanto y = 0 es una asintota hori-

X - +00 X - +00 el/2 400 X -+ eU2_ (1/2) X - +00 eU2 +00
zontal de la funcion C en +oo. Segun lo anterior el méximo absoluto estd ent=2 mg/mly vale C(2) =
= 2/e.
(b)
Sabiendo que la maxima concentracion sin peligro para el paciente es 1 mg/ml, sefiala si en algdn momento
del tratamiento hay riesgo para el paciente.

Creo que el paciente nunca esta en peligro pues el méaximo absoluto esta ent =2 mg/ml y vale C(2) =
= 2/e 00’7357, que no alcanza la concentracion de riesgo  de 1mg/ml.

Ejercicio 2 opcion A, Reserva A 2019 (modelo 3)
[2'5 puntos] Dado un ndmero real a > 0, considera la funcién f: R - R, dada por f(x) = x2 - ax, y la recta
y = 2ax. Determina a sabiendo que el area del recinto limitado por la grafica de f y la recta anterior es 36.
Solucion
Dado un namero real a > 0, considera la funcién f : R - R, dada por f(x) = x2 - ax, y la recta y = 2ax. Deter-
mina a sabiendo que el area del recinto limitado por la grafica de f y la recta anterior es 36.

La gréfica de f es una parabola asi (O) porque el nimero que multiplica a x? es positivo.
Cortes con los ejes:
Six =0, punto (0,0)
Sif(x) =0 =x2-ax = x-(x - a), de donde x =0 y x = a. Puntos (0,0) y (a,0).
Veamos los cortes de la grafica de f ylarectay = 2ax. Igualamos f(x) =y - x? ax=2ax - x?- 3ax=0=
= X- (X - 3a), por tanto las funciones se cortan en las abscisas x = 0 y x = 3a, que seran los limites de inte-



gracion para calcular el area limitada por la recta y la parabola. (la recta esta por encima)

3a
P _ _ 3a _ 3a 2 _ 3a P _ X2 X3 _
Area =36 = IO (recta - parabola)dx = IO (2ax - (x“- ax)dx = IO (3ax - x“)dx = {Ba? - ?l) =

3a)? 3a)® 3 3 3 3
:[ 33% - %J -(0) = 272a - 273a = 276a = 9%. Igualando (9a3)/2 =36 - a%=38, de donde

tenemos a = 2.

Ejercicio 3 opcion A, Reserva A 2019 (modelo 3)

5 4 3

[2'5 puntos] Dada la matriz A=|4 2 2|, halla la matriz X que cumple que AX = (AAt+ 1)?, siendo Al la
3 21

matriz traspuesta de A e | la matriz identidad de orden 3.

Solucion
5 4 3|R-2F, |-1 0 1Adjuntos
Comodet(A)=]A|=|4 2 2/F-F, =|1 0 1segunda =-2(-1-1) = 4 # 0, existe la matriz inversa

3 21 3 2 Jcolumna
At = i-Adj(A‘).
Al
5 4 3 2 2 2
Calculamos A'lzi-Adj(At).|A|:4; Al=14 2 2|;Adj(AY)=|2 -4 2 |, portantola matriz inversa
Al 3 21 2 2 -6
2 2 2 11 1 11 1
es A'lzi-Adj(A‘):l- 2 4 20=2]1 2 1|=2{1 2 1|
[A] 4 4 2
2 2 -6 1 1 -3 1 1 -3

Llamamos B = AL Al + |3 =

-1 1 1)(5 4 3y (100 2 00)(100)(1200)(12100)(200

:l-1-21-422+010J:1-020 010}010 0 1050 20

1 1 -3){3 21 0012002 00100 1){0 0 1)(0 0 2
2 0 0)(2 0 0)(4 00O 100

LlamamosC=B-B=B% =0 2 OO0 2 0|0 4 0|=440 1 0|=4-1, portanto la ecuacion
00 2/){002) (00 4 [0 0 J

AX = (ATA+ 1)?, se reduce a la ecuacion AX = C.

Como existe la matriz inversa A, multiplicando por la izquierda la expresion A-X = C, tenemos
ALAX=ALC - I-X=AlC - X=AlC
11 1 11 1 2 2 2
La matriz pedidaes X=A'C=AY4.hb=4.-A= 4&- 1 -2 1|=2{1 -2 1 2 4 2
1 1 -3 1 1 -3 2 2 -6

Ejercicio 4 opcion A, Reserva A 2019 (modelo 3)
X+y+2 =
-y+z+5

. 0
Considera larecta r E{ 0 y el plano m=2x +y—mz = 1.

(a) [1'25 puntos] Calcula m sabiendo que r y Ttson paralelos.

(b) [1'25 puntos] Para m = -1, calcula la distancia entrer y 1T
Solucion

X+y+2 =

0
P yelplano m=2x +y—-mz = 1.
-y Z

Considera larecta r E{

@)



Calcula m sabiendo que r y T1tson paralelos.

Sabemos que “r" y “m” son paralelos si los vectores directores de la recta son perpendiculares a los
vectores normales del plano, es decir su producto escalar (¢) es cero.

i ] k
Un vector director de “r"es u=|1 1 0|= i(1)-j(1) + k(-1) = (1, -1, -1).
0 -11

Un vector normal del plano “it’" es n = (2,1-m).
Tenemos uen =0= (1, -1, -1)¢(2,2-m)=2-1+m=0,de dondem=-1.
(b)

Para m = -1, calcula la distancia entrer y Tt

Para m = -1 hemos visto en el apartado anterior que ry 1(2x + y + z— 1 = 0) son paralelos, por tanto la
distancia de r a Tt coincide con la distancia de un punto de r a 1T, es decir:

d(r, ™ = d(A, 9. En rE{X+y+2 =

0 . . .
, tomando y = 0 un punto de r seria A(-2,0,-5) por tanto la distancia
-y+z+5 =0

[2(-2)+0)+(:5)-1]_|-10]_10/6 _5+/6 ,

J22+r+? 6 6 3

Opciéon B
Ejercicio 1 opcion B, Reserva A 2019 (modelo 3)

pedida es d(r, ) es: d(r, ) = =d(A, ) =

[2'5 puntos] Sea f: (1, e) - R lafuncién definida por f(x) = 1 + In(x) para x > 0 (In denota el logaritmo
X

neperiano), determina la recta tangente a la grafica de f que tiene pendiente maxima.
Solucion

Sea f: (1, e) - R lafuncion definida por f(x) = 1 + In(x) para x > 0 (In denota el logaritmo neperiano),
X

determina la recta tangente a la grafica de f que tiene pendiente de es maxima.

Sabemos que la pendiente genérica de la recta tangente de la funcién f es f’(x).

Como me dicen que dicha pendiente ( f ‘(x) ) tiene que ser maxima, la derivada de la funcion

f {(x) tiene que ser cero, es decir f “(x) = 0, y me dicen que x > 0, por tanto tomaremos sélo las soluciones
positivas.

1 -1 1 1 -1 2 -1
fX)==+Inx); F'\X)=— + — = -IxX?+ —; f'®=2x7"+ 5 = = + —.
()= + I )= — + — W) 2Tt

(3 2 B . 2 1
De f "(x) = 0, tenemos —3+F:0, es decir —SZF,Iuego 2x2 = x3, con lo cual:

X X

2x2 - x8 = 0 = x2:(2 — x). Soluciones x = 0 (doble), que no esta en el dominio y x = 2.

Veamos que efectivamente x =2 es un maximo de f "(x), es decir f ’(2) < 0.
-6

- 2
f“(x) = 2x3 — 1-x2, de donde f "’(x) = -6x* + 2-x3 = il + e luego f'(2) = T

X4

+2—23< -1/8 < 0.

Nos estan pidiendo la recta tangente a la graficade f enx =2

Rectatangenteen x=2es: y-f(2)=f'2)-(x-2)

1
f(x) = 1 + In(x); luego f(2) = 1/2 + In(2). f ‘(x) = -1 + e luego f‘(4) =-1/4 + 1/2 = 1/4.
X X

2

La recta tangente pedida es: y - (1/2 + In(2)) = (1/4)-(x - 2), 0 bien y =x/4 +1In(2) .

Ejercicio 2 opcion B, Reserva A 2019 (modelo 3)
Sea f: [0, /6] — R una funcién continua y sea F una primitiva de f que cumple F(0) =173 y F(176) =TT
Calcula:

(a) [1 punto] .[OHIG(Sf(x) - cos(x))dx



(b) [15 puntos] [ (sen(F(x))f(x)dx.

Solucion
Sea f: [0, /6] — R una funcién continua y sea F una primitiva de f que cumple F(0) =173 y F(176) =TT

Sabemos que si una funcién F(x) es una primitiva de la funcion f(x) entonces F ‘(x) = f(x), ademas también
se verifica que [ f(x)dx = F(x) + K, con F ‘(x) = f(x), y que [ h(F(x)) ] * = h “(F(x))-F (x) = h ‘(F(x))-f(x).

(a)

[ (3109 - cos()dx =3[ f(x)dx - [ cos(dx =3{F(];"* - [sen()];"* =

= 3{F(71/6) - F(0)] - [sen(n/6) - sen(0)] = 3{m - mi3] - [1/2-0] = 27 - 1/2.

(b)

Jonls(sen(F(x))f(x)dx:[- cos(F(x))];”6 = (- cos(F(71/6))) - (- cos(F(0)))= (- cos(m)) + cos(71/3)) = -(-1) + 1/2 = 3/2.

Ejercicio 3 opcion B, Reserva A 2019 (modelo 3)
X+Ay+z =4
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales ¢ -Ax+y+z=1
X+y+2z=A+3
a) [1'5 puntos] Discute el sistema segun los valores de A.
b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para A = 1.
Solucion
X+Ay+z =4
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales ¢ -Ax+y+z=1
X+y+2z=A+3

a
D)iscute el sistema segun los valores de A.
1 11 1 21 4
La matriz de los coeficientes del sistemaes A=|-4 1 1|ylamatrizampliada A"'=|-4 1 1 1
1 11 1 1 1 A+3

1 A 1R-F 0 A-1 OjAdjuntos

Estudiamos det(A) = [A|=|-A 1 1F,-F, =|-A-1 0 O| primera = (-1)-(A -1)-(-A-1-0) =
1 1 fila 1 1 1 fila

=(A-1)-A+1)

De |A|=0,tenemos A-1=0 y A +1=0, de donde A =+1.

SiA#x 1, |A]l #0, rango(A) = rango(A*) = 3 = nimero de incognitas. Sistema compatible y determi-
nado y tiene una Unica solucidn, por el Teorema de Rouché

111 1 114
SiA=1 tenemos A=|-1 1 1|ylamatrizampliada A"=|-1 1 1 1].
111 1 114

1
En A como

jl =1+1=2#0, tenemos rango(A) = 2.

En A" como la fila 12 y la 42 son iguales el rango de A* coincide con el de la matriz A.

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < 3 (nimero de incognitas), el sistema es compatible e indetermina-
do y tiene mas de una Unica solucion (infinitas e nuestro caso), por el Teorema de Rouché

1-11 1-1114
SiA=-1 tenemos A=|1 1 1|ylamatrizampliada A"=(1 1 1 1
111 1112

En A como

11‘ =1+1=2#0, tenemos rango(A) = 2.



1 -1 4 1 -1 4|Adjuntos
EnA"como 1 1 1F-F =0 2 -3|primera =1-(-4+6) =2 # 0, tenemos rango(A*) = 3.
1 1 2/R-F |0 2 -2columna
Como rango(A) = 2 # rango(A*) = 3, el sistema es incompatible y no tiene solucién, por el Teorema
de Rouche.
b)
Resuelve el sistema, si es posible, para A = 1.

Hemos visto, en el apartado (a) que A = 1, rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de incognit  as, por tanto
es un sistema compatible e indeterminado con infini tas soluciones. Tomamos solo las dos primeras
ecuaciones puesto que el rango es dos, las dos primeras que son con los que he formado el menor de
orden 2 distinto de 0 de la matriz A.

Xty+z=4 X+y+z=4
, de donde x = 3/2. Tomando z=b OR, resultay =4 - 3/2 - b.

-x+y+z:1(F2-F1)~ -2xX = -3

Las infinitas soluciones del sistema son (x,y,z) = (3/2,5/2-b, b) conb OR.

Ejercicio 4 opcion B, Reserva A 2019 (modelo 3)
x-y=0
y-z=
A(1,1,0), B(1,0,1) y C(0,1,1) formen un tetraedro de volumen 5/6.
Solucion
x-y=0
y-z=0
B(1,0,1) y C(0,1,1) formen un tetraedro de volumen 5/6.
x-y=0

[2'5 puntos] Halla cada uno de los puntos de larecta r = { de manera que junto con los puntos

Halla cada uno de los puntos de larecta r = { de manera que junto con los puntos A(1,1,0),

X = -
se puede poner en la forma r E{ y , por tanto un punto genérico de la recta “r
=Z

Larectar = {
es X(X,X,X,)
Sabemos que el volumen del tetraedro es (1/6) del volumen del paralelepipedo que determinan los vectores
AB, AC y AX, que es el valor absoluto (lo notaremos | | ) del producto mixto (o notaremos con corchetes [ )
de los tres vectores AB, AC y AX. El producto mixto de tres vectores era su determinante.

AB =b-a=(0,-1,1); AC=c—-a (-1,0,1) y AX =x—a = (x-1,x-1,x-0)

Me dicen que el volumen es 5/6, luego tenemos, 5/6 = (1/6)-| [AB, AC y AX] |, donde 5 = |det(AB, AC, AX)|

0o -1 1 0 -1 1 [Adjuntos
Tenemos det (AB, AC,AX)=|-1 0 1C,+C,=|-1 O 0 |segunda= -1-(-1)-(-2x+1-x+1) =
x-1 x-1 X x-1 x-1 2x- fila

=(-3x+ 2)
Igualando tenemos 5 = |-3x + 2|, que nos proporciona dos ecuaciones:

+(-3x+2)=5 - -3x=3 - x=-1.Unpuntode“res X 1(x,y,z) = X1(-1,-1,-1).
-(-3x+2)=5 o 3x=7 - x=7/3.0tro punto de “r" es X 2(X,y,z) = X1(7/3,7/3,7/3).



